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Contexte général

La compilation formellement vérifiée permet de garantir qu’un programme
compilé se conformera bien a la sémantique du code source correspondant, et
donc que le compilateur n’aura pas introduit d’erreurs dans le code compilé.
Cependant, cela se fait souvent au prix d’une dégradation de la performance
du code produit, car les optimisations les plus agressives utilisées en pra-
tique étant également les plus complexes a justifier correctes. Un des défis
majeurs pour augmenter la performance du code produit par un compila-
teur formellement vérifié est de justifier la correction de telles optimisations.
La compilation polyédrique est une technique qui permet d’effectuer et de
justifier un grand nombre d’optimisations de boucles.

Probléme étudié

Mon stage s’est concentré sur la génération de code séquentiel & partir
d’une représentation polyédrique et sa formalisation en Coq. En effet, un gé-
nérateur de code polyédrique formellement vérifié pourrait permettre & des
compilateurs comme CompCert |Ler09] d’effectuer des optimisations de nids
de boucles qu’ils ne font pour l'instant pas, ou encore d’écrire un compi-
lateur formellement vérifié utilisant le modéle polyédrique pour un langage
dédié comme Tensor Comprehensions [Vas+18|, VOBLA |Bea-+14] ou encore
Alpha |QR], pour produire du code numérique de haute performance.

La question de la formalisation du modéle polyédrique a, & ma connais-
sance, été abordée uniquement dans les travaux non publiés d’Alexandre
Pilkiewicz [Pil]. De plus, ces travaux ne traitent pas de la partie génération
de code du modéle polyédrique, qui était la partie sur laquelle s’est concentré
mon stage.

Contribution proposée

Les contributions de mon stage sont les suivantes : la formalisation de
la sémantique de programmes polyédriques (section [2)) ; la définition et for-



malisation de la sémantique du langage cible LOOP (section @ ainsi que du
langage intermédiaire POLYLOOP (section ; I'implantation d’un généra-
teur de code formellement vérifié transformant un programme polyédrique
en un programme LOOP, qui est composé des étapes d’élimination de 'or-
donnancement (section [3), de génération de I'arbre de syntaxe (section [4),
de simplification des contraintes redondantes (section , et enfin de généra-
tion de code LOOP (section @ ; et enfin, la vérification a ’aide de Coq de ce
générateur de code (section .

Arguments en faveur de sa validité

Le générateur de code mentionné ci-dessus a été complétement implanté
et vérifié en Coq comme produisant du code respectant toujours la séman-
tique du programme polyédrique source. De plus, il a été testé comme pro-
duisant effectivement du code, qui est d’une complexité similaire a celle
attendue. Ainsi, sur l'exemple utilisé dans |Bas04|, on obtient un résultat
sensiblement équivalent & celui obtenu dans cet article pour la partie de la
génération de code que nous avons implantée. Des exemples de résultats sont
donnés en annexe [Cl

De plus, nous avons uniquement justifié le respect de la sémantique dans
le cas de programmes terminant sans erreur. Cependant, le langage LooP
étant déterministe et fortement normalisant si les instructions de base le sont,
on peut étendre ce résultat sans trop de difficultés au cas de programmes ne
terminant pas ou produisant une erreur, méme si cela n’a pas été formalisé.

Bilan et perspectives

Ce travail est ainsi la premiére implantation formellement vérifiée de la
partie de génération de code du modéle polyédrique, et est donc un premier
pas vers l'intégration d’optimisations de nids de boucles dans des compi-
lateurs formellement vérifiés. Elle permettrait également une compilation
formellement vérifiée de langages dédiés pour faire du calcul numérique effi-
cace.

Parmi les objectifs & court terme, il faudrait intégrer les autres optimisa-
tions présentées dans |Bas04] et dans [GVC15|, comme la détection de pas de
boucle, I'élimination de code mort et la réduction de la taille du code pour
obtenir du code plus efficace et plus compact en sortie.

Les objectifs a long terme seraient principalement de compléter la forma-
lisation du modéle polyédrique pour obtenir un générateur complet formel-
lement vérifié, puis une possible intégration 4 CompCert, soit en compilant
un langage dédié, soit en ajoutant des optimisations de nids de boucles dans
la chaine de compilation CompCert. Il faudrait également pour cela considé-
rer le probléme des dépassements de capacité arithmétiques, qui a été traité
dans [Cue+12].



for (int i = 0; 1 < n; i++) {
for (int j = 0; j < n; j++) { for (int m = 0; m < n; m++) {
for (int k = 0; k < n; k++) { for (int k = 1; k < m; k++) {

Clil[j1 += ALil[kx] * BLkI[j1; binom[m] [k] =
} binom[m-1] [k-1] + binom[m-1] [k];
¥ }
} }
(a) Multiplication de matrices (b) Triangle de Pascal

FIGURE 1 — Problémes classiques de calcul numérique sous forme de nids de
boucles

1 Introduction

1.1 Nids de boucles et leur optimisation

De nombreux problémes de calcul numérique peuvent étre formulés comme
des calculs effectués par des boucles imbriquées. Ainsi, deux problémes clas-
siques (multiplication de matrices, et calcul du triangle de Pascal) sont don-
nés comme exemples en figure [1| (par souci de simplicité, on a omis l'initia-
lisation).

Pour obtenir un binaire compilé plus efficace, les compilateurs optimi-
sants traditionnels peuvent faire des transformations sur ces nids de boucles,
par exemple, échanger deux boucles. Ainsi, sur le probléme de multiplica-
tion de matrices, exécuter les boucles dans l'ordre i, k, j est plus rapide que
lordre i, j, k spécifié par le code, car on a une meilleure localité des accés
mémoire.

1.2 Le modéle polyédrique

Le modéle polyédrique peut étre vu comme une représentation intermé-
diaire permettant de faire des opérations complexes sur des nids de boucles :
séparation de boucles, échange de boucles, déplacement d’invariants de boucles
en sont des cas particuliers. Il permet d’effectuer des optimisations agressives
sur le corps d’un nid de boucles en réordonnant ses itérations, ce qui peut étre
bénéfique comme on I’a vu précédemment. Bien qu’il soit possible d’écrire et
de formaliser ces optimisations au cas par cas, le modéle polyédrique permet
d’exprimer des optimisations plus complexes, adaptées a chaque programme,
et donne un cadre unifié dans lequel les formaliser.

Cette représentation intermédiaire considére un nid de boucles comme
le fait de devoir exécuter un certain nombre d’instructions élémentaires en
tous les points entiers d’un polyédre (possiblement différent pour chaque
instruction), ainsi que des dépendances entre certains de ces points, et un
ordre d’exécution ou ordonnancement (schedule dans la littérature anglo-



saxonne). Le polyédre considéré est donc lespace des itérations. Tout ré-
ordonnancement de ces points préservant les dépendances posséde alors la
méme sémantique que le programme initial.

Par exemple, dans le cas de la multiplication de matrices, on avait le cube
[0,n]? comme espace d’itérations, exécutées dans 1'ordre lexicographique sur
les (i, j, k). De méme, pour le triangle de Pascal, on avait un triangle comme
espace d’itérations, exécutées dans 'ordre lexicographique sur les (m, k).

La compilation polyédrique est donc décomposée en trois étapes : tout
d’abord, la transformation d’un programme usuel sous forme d’arbre de syn-
taxe abstraite en une représentation polyédrique (on utilise les conditions de
BERNSTEIN |Ber66| pour déterminer les dépendances) ; ensuite, un change-
ment de 'ordre d’exécution sur cette représentation abstraite qui préserve les
dépendances (il s’agit d’une phase heuristique pour laquelle de nombreuses
approches sont possibles [BRS07]; |[Fea92a; |[Fea92b|) ; et enfin, la génération
de code sous forme de d’arbre de syntaxe abstraite, qui exécute le programme
dont 'ordre d’exécution a été modifié. Par exemple, on aurait pu transformer
l’ordonnancement de la multiplication de matrices en ’ordre lexicographique
sur les (i,k, j) pour obtenir un programme plus efficace.

C’est plus particuliérement & cette derniére phase de génération de code
que je me suis intéressé, et qui est présentée par la suite. Comme cette
phase ne contient pas de réordonnancement, on peut complétement oublier
les dépendances entre les différents points, qu’on ne mentionnera donc pas
dans le reste de ce rapport.

1.3 Vue d’ensemble

Pour rendre les phases de générations de code plus simples, et donc plus
simples & prouver, la génération de code a été découpée en plusieurs étapes
intermédiaires : tout d’abord, on élimine les informations d’ordonnancement,
en les remplacant par un ordonnancement lexicographique. Cela permet de
faire correspondre 'ordre d’exécution & celui d’un nid de boucles imbriquées.
Cette transformation est présentée section [3] Ensuite, on construit arbre de
syntaxe abstrait correspondant au programme polyédrique obtenu, mais dans
lequel on garde les conditions et expressions abstraites pour correspondre &
des opérations naturelles polyédriques. La cible de cette transformation est
le langage POLYLOOP, qui est présenté avec cette transformation, en sec-
tion ] Le cott d’avoir effectué une génération la plus simple possible a
I’étape précédente est que le programme POLYLOOP résultant contient un
nombre élevé de contraintes redondantes : celles-ci sont éliminées par une
transformation sur les programmes POLYLOOP présentée section [f] Enfin,
la derniére étape de la génération de code transforme ce programme PoO-
LYLOOP en programme LOOP en concrétisant les contraintes et expressions
de PoLyLooP; cette étape est présentée section [6 La combinaison de ces
différentes étapes entre elles est résumée figure [2]



Langage polyédrique,

ordonnancement
explicite
> Elimination de Pordonnancement
Langage polyédrique,
ordonnancement
lexicographique
> Génération de larbre de syntaxe
PorLyLoop > Elimination des contraintes redondantes
> Génération des expressions polyédriques
Loop

FIGURE 2 — Etapes de la génération de code

2 Le langage initial

Un programme polyédrique est un (multi-)ensemble d’instructions poly-
édriques, chacune étant un quadruplet (I,D,6,T). La signification de cha-
cune de ces composantes est la suivante :

— I est une instruction,

— D est le domaine de 'instruction polyédrique : ¢’est un polyédre défini

par une matrice A et un vecteur a, et donc égal a :

{r € Z"/Az < a}.

— 0 est la fonction d’ordonnancement, qui est une fonction affine. Elle
est donc définie par une matrice K et un vecteur k, et est donc :

0:x— Kx+k.

— Enfin, 7 est la fonction de transformation, qui est absente des défini-
tions habituelles du modéle polyédrique; elle sera utile par la suite.
Tout comme la fonction d’ordonnancement, c’est une fonction affine,
définie par une matrice 1" et un vecteur ¢.

On suppose de plus que dans un programme donné, les propriétés sui-

vantes sont vérifiées :

— Quitte a rajouter des dimensions supplémentaires fixées a 0, la di-

mension de tous les domaines D est identique,



(I1,{(n,2,9)/0 <z <y < n}, (n,z,y) = (z,2), (n,7,9) = (2,9)),
(I2,{(n,2,y)/0 <y <2 <n}, (n,2,y) = (x+y —1,1),(n,2,y) = ()

(a) Programme polyédrique a exécuter

1,(0,0) ~ (0,0)

11(0,1) ~~ (0,0) T5(0); T1(0,0); T1(0, 1); Ta(1); Ty (1, 1); To(1)

L1, 1)~ (1, 1) T5(0); T1(0,0); T1(0, 1); Ta(1); Ta(1); Ty (1, 1)
12(0) ~ (=1,1) Io(0): T1(0, 1); T1(0, 0): To(1): T4 (1, 1): To(1)
I5(1) ~ (0,1) T5(0); I1(0,1); T1(0,0); To(1): To(1); I1(1, 1)
Io(1) ~ (1,1)

(¢) Ordres possibles d’exécution, pour
(b) Instructions a exécuter, et time-’environnement (n=1)

stamps associés pour l’environnement
(n=1)

FI1GURE 3 — Exemple de sémantique de programme polyédrique

— Quitte a rajouter des dimensions supplémentaires aux fonctions d’or-
donnancement, la dimension de I'image de toutes les fonctions d’or-
donnancement 6 est identique.

Exécuter un programme polyédrique P dans un environnement & se fait

de la maniére suivante :

1. Pour chaque instruction polyédrique (I,D,6,7T) € P, calculer son do-

maine effectif :
) )

2. Itérer sur les (I,D,0,T) € P et x € Dg, dans l'ordre lexicographique
des O(x) croissants, les instructions I(7 (z)). On a ici une sémantique
non déterministe, méme si les I(7 (z)) sont toutes déterministes : en
effet, si 0(x) = 0'(2'), alors I(T (x)) et I'(T"(2')) peuvent étre exécutées
dans un ordre arbitraire.

Un exemple de programme polyédrique, et ses ordres d’exécution pos-

sibles, sont donnés en figure

3 Elimination de I'ordonnancement

Si on considére un nid de boucles, et qu’on le transforme en programme
polyédrique, on obtiendra un ordonnancement lexicographique sur les va-
riables utilisées pour itérer. Dés lors, une premiére étape naturelle de la



génération de code d'un programme polyédrique vers un nid de boucles est
d’éliminer I'ordonnancement explicite, et de le remplacer par un ordonnan-
cement implicite, qui est lexicographique sur les variables.

Du coté de la formalisation, bien qu'un ordonnancement lexicographique
ne soit qu’un cas particulier d’ordonnancement explicite, il est plus pratique
d’avoir deux sémantiques distinctes pour les deux : en effet, cela permet d’évi-
ter une hypothése supplémentaire pour tous les théorémes sur la sémantique
avec ordonnancement implicite.

Il convient de noter qu’'une telle transformation ne peut pas préserver
toutes les sémantiques d’un programme polyédrique. En effet, un programme
polyédrique générique peut avoir plusieurs exécutions d’une instruction en
des points différents correspondant toutes au méme timestamp, et laisse
lordre d’évaluation de ces instructions non décidé (il y a donc présence de
non-déterminisme). D’un autre coté, cela n’est pas possible dans le cas d’un
ordonnancement lexicographique, puisque deux exécutions différentes d’une
méme instruction sont nécessairement ordonnées : il y a donc une détermi-
nisation partielle faite & la traduction. Le théoréme qu’on obtiendra sera
donc que toute exécution valide du programme transformé est une exécution
valide du programme initial.

De plus, méme si la sémantique des instructions de base est détermi-
niste, la sémantique avec ordonnancement implicite lexicographique ne I'est
toujours pas : il n’y a aucune contrainte sur 'ordre d’exécution de deux
instructions distinctes exécutées au méme point.

La méthode présentée dans cette section est celle introduite par BAs-
TOUL dans |Bas04]. Elle présente en effet de nombreux avantages pour la
vérification, dont en particulier le fait qu’elle ne nécessite pas d’opérations
complexes sur des matrices, et qu’elle fonctionne pour tout ordonnancement
d’entrée. Son désavantage majeur est qu’elle augmente significativement le
nombre de variables qui doivent étre traitées dans la suite de la génération
de code et donc ralentit celle-ci. Comme l'objectif de notre générateur de
code n’est pas d’étre rapide mais d’étre correct, cela n’est pas un probléme
réellement important.

L’idée de cette transformation est simple : elle ajoute en téte de la liste de
variables de nouvelles variables, une pour chaque dimension de I’ordonnance-
ment, et les fixe égales & la valeur spécifiée par la fonction d’ordonnancement
dans les contraintes du polyéedre.

Ainsi, en supposant que les dimensions d’arrivée de toutes les fonc-
tions d’ordonnancement 6 soient identiques, on effectue la transformation
suivante, qui pour chaque instruction polyédrique (I,D,0,7) de P génére



(1,D,0',T"), ou :

(/)i ()=}
0 : (ji — (K. K,) <§) +k,

T:(§ — (T TU)<§)+t
et :

(8 /(¢ /AEOAU(5)<a}
D = U ul| ez, | — | — ,
(/)= i ()= 6)

& &
O:lul—|ul,
)= ()
&
7—’/

E
: (u — (Te 0 Tv) (u) +1
Yy Yy

En effet, par définition de D', on a :

(i)w/@@eme@.

Y

La fonction I' : D — D’ définie par :

&
r <5> = o <5>
Yy Yy
Y
£ &
est donc une bijection de D dans D', d’inverse | u | — (y)
Y

On remarque de plus que la nouvelle fonction de transformation 77 a été
choisie de maniére a ce que pour tous z € D, T (z) = T'(T'(z)).

E E
De plus, si (ul) €Djet (1@) € D), alors on a pour 'ordonnancement
Y1 Y2



(ot on note < 'ordre lexicographique) :

E E
up | < lug | © (w1 <ug) V(v =ug Ayr < y2)

Y1 Y2

E £

<:>91< ><92< >\/(u1:u2/\y1<y2)
Y1 Y2

<= 64 (8) < 05 <5>,
1 Y2

ce qu’on peut reformuler en : si z1 € Dy et x9 € Dy correspondent au méme
environnement £, on a :

01(x1) < O2(x2) = 01(T1(21)) < O3(T2(22)),

(1) < 05(Ta(w2) = 61 (1) < Bala).

En particulier, pour un environnement £ fixé, tout ordre valide utilisé
pour ordonner les instructions lors de 'exécution de P’ est un ordre valide
pour les ordonner lors de I'exécution de P, la propriété 7 = T’ o' garantis-
sant que les mémes instructions sont exécutées. Ainsi, toute exécution de P’
correspond & une exécution de P, et cette transformation est correcte. On a
également atteint le but recherché, puisque les 6’ sont désormais 'identité,
et 'ordre est donc un ordre lexicographique sur les points des D’ eux-mémes.

4 Génération de ’arbre de syntaxe

La deuxiéme étape de la génération de code est de calculer la structure
du programme en termes de nids de boucles imparfaitement imbriquées. Le
flot de controle devient explicite, mais les conditions et bornes de boucles res-
tent explicitement affines et sont représentées par des polyédres. Le langage
intermédiaire POLYLOOP, qui est la cible de cette étape de la génération est
présenté figure [4l On peut remarquer certaines ressemblances entre POLY-
LooOP et les schedule trees de VERDOOLAEGE et al. [Ver+14); | GVC15|, mais
leurs objectifs sont différents : POLYLOOP est une représentation intermé-
diaire, tandis que les schedule trees sont bien plus complexes car ils servent
de représentation intermédiaire tout au long de la génération de code, sur
laquelle on effectue des transformations successives.

L’algorithme utilisé pour faire la transformation d’un programme poly-
édrique avec ordonnancement implicite vers POLYLOOP est basé sur celui
présenté par QUILLERE et al. dans [QRWO00], et est présenté figure |5l Une
différence & noter est qu’il n'y a pas de contexte dans lequel on génére les
boucles, et que 'on effectue donc pas la simplification des bornes de boucles



k
a;,c,d € 7,
Expressions : e = (x1,...,T) — a;r; +c¢ d| avec
p e o | () ] e {5
" Ae Myu(Z
Polyedres : P ::= (xl,...,xk)EZk/A Dl <ap avec { € Myx(Z),
Tk

Commandes : s ::= | skip | s1;82 | I(e1,...,ex) | guard P s | loop P s

(a) Syntaxe de PoLyLoop

SEQ
SKIP EF(s;, M) I My EF (59, Ma) || M3

£+ (skip, M) | M EF (51582, M1) I M3

INSTR
(I(e1(€),...,ex(&)), My) I1 M2
EF (I(el, .. .,ek),/\/ll) I Mo

GUARDTRUE GUARDFALSE

EeP EF (s, My) | My SgéP

EF (guard P s, M) | My EF (guard P s, M) | M
Loor

Ve,ErxePea<xz<b Vrelab], (ot (s, Mg) | Mgi1)
EF (Loop P s, M,) I M,

(b) Sémantique a grands pas de PoLyLoop

FIGURE 4 — Syntaxe et sémantique de PoLyLoop

dans ce contexte. A la place, cette simplification se produit dans une phase
séparée, qui élimine les contraintes redondantes d’un programme PorLyLoop
sans changer sa sémantique.

L’algorithme présenté figure[5|est utilisé pour générer un arbre de syntaxe
abstraite correspondant a un programme polyédrique donné. Pour cela, il
procéde dimension par dimension, en commencgant par la dimension la plus
externe & générer : ainsi, les appels récursifs traitent la variable qui vient
d’étre générée comme un parameétre de plus.

La premiére étape de l'algorithme traite du cas ol on a plus aucune va-
riable sur lesquelles générer du code. Il s’agit alors de générer une instruction
pour chaque instruction existante, avec un nceud guard pour s’assurer que
I'instruction ne sera exécutée que si on est dans un environnement dans le-
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Entrée : une liste d’instructions polyédriques & ordonnancement implicite
(I1,D1,71),-- -, (In,Dn, Tpn), la dimension actuelle d.
Sortie : un programme POLYLOOP.

1. Si d est la dimension des D;, renvoyer le programme :
guard D; I;(71);...;guard D, I,(7y)

2. Pour chaque polyédre D;, calculer sa projection P; sur les d premiéres
dimensions, et construire la liste des P; — (I;,D;, T;)-

3. Séparer les projections P; en une liste de polyédres disjoints et leurs
instructions associées : de P; — Z; et Py — Iy, on obtient (P1NPy) —
(Z1;Zs), (P1 — P2) — 11, et (Py — P1) — Iy, puis on répéte avec les
autres polyédres & séparer. Les différences P; —Ps et Po—P1 ne sont pas
des polyédres, mais des unions de polyédres disjoints : la liste obtenue
est alors d’une longueur potentiellement trés élevée.

4. Calculer le graphe de dépendances, qui posséde une aréte P — P’ si
la boucle sur P doit étre placée avant la boucle sur P’ dans le pro-
gramme obtenu pour respecter 'ordre lexicographique, puis effectuer
un tri topologique. Si ce graphe posséde un cycle, la génération échoue.

5. Pour chaque P — ((I1,D1,71);---; (Ig, Dk, Tx)), soit s le résultat d’un
appel récursif avec la dimension actuelle d + 1 et la liste d’instructions
(I1, D1 NP, Ti),..., (I, D NP, Tk) ; créer I'instruction loop P s.

6. Renvoyer le programme formé par la séquence des résultats de 1’étape
précédente.

F1GURE 5 — Transformation d’un programme polyédrique en un programme
PoryLoop

quel elle doit étre exécutée (ces noeuds sont la plupart du temps redondants
et seront éliminés plus tard). On note ici une seconde résolution arbitraire
d’ordonnancement : les instructions sont exécutées dans ’ordre d’entrée de
I’algorithme.

Le reste de 'algorithme traite du cas d’une dimension supplémentaire.
On calcule tout d’abord les projections sur les dimensions actuelles plus
la nouvelle dimension, et on effectue une disjonction de cas (étapes |2 et
selon dans quels polyédres d’entrée I’environnement actuel pourra se trouver.
Ainsi, chaque instruction ne sera que dans les boucles internes pour lesquelles
il est nécessaire qu’elle soit présente.

L’étape [d]se charge de trier les polyédres résultants : en effet, on souhaite
ordonner dans le programme POLYLOOP obtenu les différentes boucles qui
seront générées dans un ordre ou un autre; or, cela veut dire que dans tout
environnement, une de ces deux boucles sera toujours exécutée avant ’autre.
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QUILLERE et al. montrent [QRWO00| qu’il est toujours possible d’ordonner
deux polyédres disjoints pour respecter 'ordre d’exécution voulu. On peut
énoncer la propriété « P; peut étre ordonné avant Py » comme :

VE, 21,29, 1 EPILNE i 290 € Py = 21 < T9.

Cela revient en effet a dire que dans tout environnement, toutes les ité-
rations de P; seront avant toutes celles de Po. Ainsi, Py doit étre ordonné
avant P; si et seulement si :

A€, x1, 20, E w1 EPIANE w9 € Py Ao < 11
& 3E, 19, E g EPINE 1‘267/)\1
<:>7/D\1ﬂ7)27£@,

avec 7/3; = ﬁﬂﬁ, Py la projection de P; par rapport a x1, et 77; le polyédre
obtenu en ne gardant que les contraintes de P; pour lesquelles le coefficient
devant x; est positif.

On a alors en effet :

EuxgePr e dr, €1 € Pr Ay < 1.

Cependant, dans le cas de plus de deux polyédres, il se peut qu’il n’existe
pas d’ordre qui correspond, le graphe de dépendances généré contenant un
cycle : en ce cas, notre algorithme échouelﬂ

Les étapes [p] et [] se chargent d’effectuer un appel récursif sur chaque po-
lyédre sur lequel on doit générer une boucle, créer le noeud de boucle, et créer
la séquence des résultats obtenus, pour obtenir un programme PorLyLoop
dont la sémantique respecte bien la sémantique du programme polyédrique
initial.

La correction de cet algorithme de génération de code se prouve en mon-
trant, par récurrence sur le nombre de dimensions restant a traiter, que dans
tout environnement, toute exécution d’'un programme généré correspond &
une exécution du programme polyédrique initial. Pour traiter le cas d’une
dimension supplémentaire (le cas de base étant immeédiat), il faut montrer
les résultats suivants sur les polyédres obtenus & 'issue de 'étape 4] :

— Si P est avant P’ dans la liste de polyédres obtenus, alors P peut étre

ordonné avant P’ dans tout environnement,

— Tous les polyédres obtenus sont disjoints,

— Six € P; alétape |2 alors x est dans I'un des P de la liste obtenue,

et 'instruction Z; correspondante apparait dans la liste d’instructions
de P.

Ces résultats proviennent des algorithmes sur les polyédres gérant les

étapes [3 et [4] de l’algorithme.

1. Un contre-exemple est fourni en annexe Il se trouve que des propriétés supplé-
mentaires de l'algorithme de génération font que ce cas ne se produit pas en pratique,
mais cela n’a pas été formalisé
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psimpl(skip,C) = s
psimpl(sl;s2,C) =p
psimpl(I(ey,...,ex),C) = I(ey,...,ex)
psimpl(guard P s,C) =g
psimpl(loop P s,C) =1

FIGURE 6 — Simplification d'un programme PorLyLooP

5 Simplification des contraintes redondantes

L’algorithme de la section {| génére de nombreuses contraintes redon-
dantes, ce qui facilite la preuve de sa correction. En particulier, il insére un
neeud guard avant chaque instruction, qui n’est la plupart du temps pas
nécessaire car il est une conséquence directe des nceuds loop englobants. Ce-
pendant, I'algorithme est fait de maniére a ce qu’il soit facile d’éliminer une
importante fraction de ces contraintes a posteriori, sans devoir prouver qu’il
est possible de les enlever : si jamais il s’avérait que leur élimination n’est
pas possible, ces contraintes sont simplement conservées, et le code généré
est alors un peu moins efficace.

Pour simplifier les contraintes redondantes, on a besoin d’une unique
primitive simplify, qui prend en entrée un polyédre P et un contexte C,
et revoie un polyédre P’ vérifiant la propriété P’ NC = P NC, ce qui peut
se reformuler Vo € C,x € P’ < x € P. Le but est que simplify renvoie
un polyédre décrit par un minimum de contraintes, puisqu’il s’agit de ces
contraintes qui seront conservées dans le code généré.

On peut alors définir une fonction psimpl par les régles de la figure [6]
Dans ces régles, on a passé sous silence un détail concernant le fait que
le contexte C et les polyédres des instructions guard et loop ont unique-
ment le droit de se référer aux variables déja déclarées. Modulo ce détail, on
peut aisément prouver le théoréme qui nous intéresse : si £ € C, alors £ +
(psimpl(C,s), M) |} My est dérivable si et seulement si € - (s, M1) |} Mo
I'est.

6 Génération de code LooP

La derniére étape de la génération de code est de transformer les expres-
sions ainsi que les constructions guard et loop de POLYLOOP vers un langage
de plus bas niveau, LOOP, qui n’a plus accés aux constructions polyédriques
abstraites de POLYLOOP. Sa syntaxe et sa sémantiques sont définies figure
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Expressions : Tests : Commandes :

ex=|c|x tu=|e; =e9 s u=|skip | s1;52
| e1 + e2 | e1 < e | I(e1,...,ex)
|c-e | t1 &&to |if (&) s
| le/c] | e mod ¢ | t1 11ty | for (i = e1; i < eg; i++) s
| min(ey, e2) | 1t
| max(eq, e2) | true | false

(a) Syntaxe de Loop

SEQ
SKIP EF (51, M1) U My EF (s2, M) |} M3

EF (skip, M) | M EF (s1382, M1) || M3

INSTR

(I(eval(&,e),...,eval(€,ex)), M1) d1 My
EF (1(61, .. .,ek),./\/ll) I Ms

IFTRUE IFFALSE
eval(E,t) =true £+ (s, M1) | My eval(€,t) = false
EF(if (1) s,My) | Mo EF(1f @) s, M) M
For

Vo € [eval(€,er),eval(E, e[, (E,i:xt (s, M) | Myi1)
EF (fOI‘ (i = e1; i < eg; i++) SaMeval(S,el)) U’Meval(é',eg)

(b) Sémantique de Loop

FIGURE 7 — Syntaxe et sémantique de LOOP

La transformation d’un programme POLYLOOP en programme LOOP doit
donc faire trois opérations :

— Transformer les expressions de POLYLOOP en expressions de LooP,

— Transformer les constructions guard en constructions if, en rempla-

cant le polyédre correspondant par son test d’appartenance,

— Transformer les constructions loop en constructions for, en calculant

les bornes a donner aux boucles.

Gréace au nombre élevé de constructions disponibles dans les expressions
de LOOP, il est simple de traduire les expressions de POLYLOOP en expres-
sions LOOP, et il est également aisé de traduire le test d’appartenance a un
polyédre utilisé pour guard en un test de LOOP en utilisant 'opérateur &&.

C’est le cas de loop qui pose le plus de problémes. Pour traduire une
instruction guard P s, aprés avoir traduit s en s, il faut faire les opérations
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suivantes, ol 7 est le nom de la nouvelle variable :

— On décompose les contraintes de P (qui sont de la forme a -z < ¢) en
trois groupes : un premier groupe, Py, oil le coeflicient de ¢ est nul;
un deuxiéme groupe, P4, ou ce coefficient est strictement positif, et
un troisiéme groupe, P_ ot il est strictement négatif.

— Si P4 ou P_ n’a aucune contrainte, la génération échoue.

— Pour chaque contrainte wi+ ), apxy < c de Py, on forme 'expression
|(c+u—>") agzy)/ul, puis on forme I'expression correspondant a la
borne supérieure e comme le minimum de toutes ces expressions
(cela est possible car Py contient au moins une contrainte).

— De méme, pour chaque contrainte ui + ", arxy < ¢ de P_, on forme
I'expression | (> axxr —c—u—1)/(—u)], puis on forme l'expres-
sion correspondant & la borne inférieure e_ comme le maximum de
toutes ces expressions (cela est possible car P_ contient au moins une
contrainte).

— On forme le test tg d’appartenance a Py.

— On renvoie le résultat if (tg) for (i = e_; i < ey; i++) s

Il est relativement facile, a ’aide de résultats usuels sur la division entiére,

de voir que pour tout & :

EnrxeP&sEePyneval(f e ) <z <eval(€, ey).

Par conséquence, en distinguant le cas ou € € Py ou non, on obtient
que la sémantique du programme LOOP obtenu est la méme que celle du
programme POLYLOOP initial, en supposant que les sémantiques de s et s’
sont les mémes.

Pour simplifier 1égérement plus le code généré, on distingue également le
cas ol P contient une égalité sur i. En effet, comme dans ce cas on connait
I'unique valeur possible de 4, on peut faire un simple test pour vérifier si la
boucle est vide ou non (ce test contenant un test de divisibilité si le coefficient
devant i est différent de 1), puis générer une boucle qui contient toujours une
unique itération.

7 Développement Coq

La totalité des algorithmes présentés ci-dessus ont été formalisés et prou-
vés en Coq. Pour cela, il a fallu développer une petite bibliothéque d’algébre
linéaire, capable de gérer les opérations dont nous avons eu besoin. Diffé-
rentes bibliothéques sont utilisées en compilation polyédrique pour fournir
les opérations de base, comme Polylib [Wil93| ou isl [Verl0]; mais il n’en
existe pas de vérifiée. Nous avons donc utilisé¢ la VPL (Verified Polyhedra
Library) |[Fou+|, une bibliothéque vérifiée pour effectuer des calculs sur des
polyédres a des fins d’interprétation abstraite, qui nous a permis d’obtenir
un opérateur pour déterminer si un polyédre est vide, et un opérateur de

15



canonisation de polyédres. Nous avons cependant dii réimplanter les autres
opérateurs (en particulier la projection) nous-mémes, la VPL ne fournissant
pas de certificat de précision de ses opérations. Il a également fallu forma-
liser la sémantique des différents langages présentés plus haut pour pouvoir
énoncer les théorémes de correction de la génération de code.

7.1 Algébre linéaire

Les vecteurs sont représentés par des listes d’entiers. Pour que tout vec-
teur soit acceptable dans tout contexte (afin de limiter le nombre d’hy-
pothéses des différents théorémes), on définit 1'égalité de vecteur x =v=y
comme étant 1'égalité de x et y aux zéros de fin pres. Cette égalité est décla-
rée avec Setoid pour pouvoir étre aisément utilisée dans le reste du code.

Definition is_null xs := forallb (fun x = x =7 0) xs.

Fixpoint is_eq (xs ys : list Z) :=
match xs, ys with
| nil, nil = true
| nil, ys = is_null ys
| xs, nil = is_null xs
| x xs,y: ys=(x=7y)&& is_eq xs ys

end.
Definition veq xs ys :— is_eq xs ys — true.
Infix "=v=" := veq (at level 70) : vector_scope.

On définit également les opérations standard sur les vecteurs : addition,
multiplication par un scalaire, produit scalaire, mais également d’autres opé-
rations nécessaires, comme 'ordre lexicographique. On définit une contrainte
comme étant une paire d’un vecteur et d’un scalaire (la paire (a, c) repré-
sentant la contrainte a - x < ¢). Un polyédre est simplement une liste de
contraintes.

7.2 Opérations sur des polyédres

On a besoin d'un certain nombre d’opérations sur les polyédres égale-
ment. Tester si un polyédre est vide, et réduire le nombre de contraintes d'un
polyédre, se font en appelant la VPL. Cependant, il faut pour cela construire
un polyédre de la VPL équivalent & notre représentation de polyédres. Outre
la représentation des contraintes différentes, la difficulté majeure provient du
fait que la VPL ne fournit aucune fonction de construction de polyédre : il
faut donc ajouter les contraintes au fur et & mesure, puis vérifier que toutes
les contraintes ajoutées sont satisfaites & la fin, puisque ’ajout aura pu intro-
duire une sur-approximation. Cette conversion peut donc échouer, ce qu’il
faut prendre en compte dans notre code. Par ailleurs, le test de si un polyédre
est vide de la VPL ne donne aucune garantie qu'un polyédre est non-vide
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si jamais le test est négatif; heureusement, ce n’est pas un probléme pour
nous.

Munis de ces deux primitives, nous pouvons définir les autres opérations
polyédriques qu’il nous faut. L’intersection est de loin la plus simple : il suffit
de concaténer les listes de contraintes des deux polyédres, puis de canoniser
le résultat obtenu pour éliminer les contraintes redondantes.

Definition poly_inter_pure (pl p2 : polyhedron) : polyhedron := pl ++ p2.
Lemma poly_inter_pure_def :
forall p poll pol2,
in_poly p (poly_inter_pure poll pol2) =
in_poly p poll && in_poly p pol2.

Definition poly_inter pl p2 :=
Canon.canonize (poly_inter_pure pl p2).
Lemma poly_inter_def :
forall p poll pol2,
WHEN pol < poly_inter poll pol2 THEN
in_poly p pol = in_poly p (poly_inter_pure poll pol2).

Une autre opération nécessaire est la projection sur les d premiéres di-
mensions. Elle est implémentée & partir de projections itérées par rapport
& chaque autre dimension, mais il faut donc définir la projection par rap-
port & une variable donnée. Pour cela, on effectue une projection en utilisant
I’algorithme d’élimination de Fourier-Motzkin. On prouve ensuite que cette
opération de projection est exacte sur Q.

Definition isExactProjection n pol proj :=
forallps, 0 <s —
in_poly p (expand_poly s proj) = true +
existstk, 0 <t A
in_poly (assign n k (mult_vector t p)) (expand_poly (s * t) pol) = true.

Theorem pure_project_in_iff :
forall n pol, isExactProjection n pol (pure_project n pol).

Les opérations polyédriques restantes sont celles utilisées aux étapes [3| et
de l’algorithme de génération d’arbre de syntaxe abstrait. Pour pouvoir dé-
finir plus simplement la fonction de traduction d’un programme polyédrique
en programme POLYLOOP, ces deux étapes ont été fusionnées dans la fonc-
tion split_and_sort. Les propriétés ci-dessous sont celles énoncées a la sec-
tion [] qui permettent de montrer la correction de l'algorithme de génération
de code.

Lemma split_and_sort_disjoint :
forall n pols,
WHEN out < split_and_sort n pols THEN
forall p k1 k2 ppll ppl2,
nth_error out k1 — Some ppll — nth_error out k2 — Some ppl2 —
in_poly p (fst ppll) = true — in_poly p (fst ppl2) = true — k1 = k2.
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Lemma split_and_sort_cover :
forall n pols,
WHEN out < split_and_sort n pols THEN
forall p pol i,
nth_error pols i — Some pol — in_poly p pol — true —
exists ppl, In ppl out A In i (snd ppl) A in_poly p (fst ppl) = true.

Lemma split_and_sort_sorted :
forall n pols,
WHEN out < split_and_sort n pols THEN
forall k1 k2 ppll ppl2,
nth_error out k1 — Some ppll — nth_error out k2 — Some ppl2 —
(k1 < k2)%nat — canPrecede n (fst ppll) (fst ppl2).

7.3 Sémantiques

On a ici deux types de sémantiques : les sémantiques polyédriques (pour
notre langage polyédrique, dans le cas d’'un ordonnancement explicite ou
implicite lexicographique), et les sémantiques sur les programmes avec arbre
de syntaxe. Ces derniéres sont les plus simples & spécifier, et sont une simple
traduction des régles des figures [4 et [7] sous forme d’un Inductive de Coq.
Ci-dessous, la définition de la sémantique de POLYLOOP, celle de LOOP étant
similaire.

Inductive poly_loop_semantics : poly_stmt — list Z — mem — mem — Prop :=
| PLInstr : forall i es env meml mem2,
instr_semantics i (map (eval_affine_expr env) es) meml mem2 —
poly_loop_semantics (PInstr i es) env meml mem2
| PLSkip : forall env mem, poly_loop_semantics PSkip env mem mem
| PLSeq : forall env stl st2 meml mem2 mem3,
poly_loop_semantics stl env meml mem2 —
poly_loop_semantics st2 env mem2 mem3 —
poly_loop_semantics (PSeq stl st2) env meml mem3
| PLGuardTrue : forall env t st meml mem2,
poly_loop_semantics st env meml mem2 —
in_poly (rev env) t = true —
poly_loop_semantics (PGuard t st) env meml mem2
| PLGuardFalse : forall env t st mem,
in_poly (rev env) t = false — poly_loop_semantics (PGuard t st) env mem mem
| PLLoop : forall env p 1b ub st meml mem2,
(forall x, in_poly (rev (x :: env)) p = true +> 1b < x < ub) —
iter_semantics (fun x = poly_loop_semantics st (x :: env)) (Zrange 1b ub) meml mem2 —
poly_loop_semantics (PLoop p st) env meml mem2.

D’un autre coté, la formalisation des sémantiques polyédriques est plus
complexe. On les paramétrise par une fonction indiquant quels points des
polyédres correspondant & une instruction devant encore étre exécutée, qui
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est ensuite choisie comme précisément les points des différents polyedres du
programime.

Inductive poly_lex_semantics : (nat — list Z — bool) —
Poly_Program — mem — mem — Prop :—
| PolyLexDone : forall to_scan prog mem,
(forall n p, to_scan n p = false) — poly_lex_semantics to_scan prog mem mem
| PolyLexProgress : forall to_scan prog meml mem2 mem3 poly_instr n p,
to_scan n p — true — nth_error prog n — Some poly_instr —
(forall n2 p2, lex_compare p2 p = Lt — to_scan n2 p2 = false) —
instr_semantics poly_instr.(pi_instr)
(affine_product poly_instr.(pi_transformation) p) meml mem2 —
poly_lex_semantics (scanned to_scan n p) prog mem2 mem3 —
poly_lex_semantics to_scan prog meml mem3.

Definition env_scan (prog : Poly_Program)
(env : list Z) (dim: nat) (n: nat) (p : list Z) :=
match nth_error prog n with
| Some pi = is_eq env (resize (length env) p) &&
is_eq p (resize dim p) && in_poly p pi.(pi_poly)
| None = false
end.

Definition env_poly_lex_semantics (env : list Z)
(dim : nat) (prog : Poly_Program) (meml mem2 : mem) :=
poly_lex_semantics (env_scan prog env dim) prog meml mem2.

7.4 Théorémes de correction

On a un théoréme de préservation de la sémantique pour chacune des
étapes de la génération de code présentées précédemment. Ils sont présentés
individuellement en annexe [D] La composition de toutes ces transformations
et de tous ces théorémes permet de prouver le théoréme de conservation
global :

Theorem complete_generate_many_preserve_sem :

forall es n pis env meml mem2,
(es <n)¥nat —
WHEN st < complete_generate_many es n pis THEN
loop_semantics st env meml mem2 —
length env = es —
pis_have_dimension pis n —
(forall pi, In pi pis — (poly_nrl pi.(pi_schedule) < n)%nat) —
env_poly_semantics (rev env) n pis meml mem2.

On peut noter ici quelques hypothéses techniques qui nous assurent que le
programme initial est bien formé, qui sont nécessaires & prouver la correction
du générateur de code. En effet, dans ce théoréme, n est la dimension totale
du programme d’entrée. Les deux hypothéses pis_have_dimension pis n et
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forall pi, In pi pis — (poly_nrl pi.(pi_schedule) < n)%nat assurent que le
programme d’entrée ne fait pas référence a des variables non-existantes. La
génération de code s’effectue de plus dans un environnement de taille fixée,
c’est & dire, ot on a déja décidé ce qui sera une variable et ce qui sera un
paramétre. La variable es est la taille de cet environnement ; on a donc les
deux conditions length env = es, qui assurent que l’environnement utilisé
aura bien la bonne taille, et (es < n)%nat, qui assure que la taille de cet en-
vironnement n’est pas plus grande que la dimension du programme d’entrée.
Enfin, la condition restante est simplement le fait que la génération a réussi
en produisant un code st (WHEN st < complete_generate_many es n pis THEN
...). On en conclut alors que toute exécution de st correspond a une exécu-
tion du programme initial pis.
Le développement Coq complet est disponible a ’adresse https://github.

com/Ekdohibs/PolyGen.

8 Conclusion

Ce travail est ainsi la premiére implantation formellement vérifiée de la
partie de génération de code du modéle polyédrique, et est donc un premier
pas vers l'intégration d’optimisations de nids de boucles dans des compi-
lateurs formellement vérifiés. Elle permettrait également une compilation
formellement vérifiée de langages dédiés pour faire du calcul numérique effi-
cace.

Parmi les objectifs a court terme, il faudrait intégrer les autres optimisa-
tions présentées dans |Bas04] et dans [GVC15|, comme la détection de pas de
boucle, I'élimination de code mort et la réduction de la taille du code pour
obtenir du code plus efficace et plus compact en sortie.

Les objectifs & long terme seraient principalement de compléter la forma-
lisation du modéle polyédrique pour obtenir un générateur complet formel-
lement vérifié, puis une possible intégration & CompCert, soit en compilant
un langage dédié, soit en ajoutant des optimisations de nids de boucles dans
la chaine de compilation CompCert. Il faudrait également pour cela considé-
rer le probléme des dépassements de capacité arithmétiques, qui a été traité
dans [Cue+12].
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if (n<0)
for (¢1 = 0; t1 < 1+ m; t1++)
for (t9 = 0; t9 < 14+ mn; to++)
for (2 = tg; 7 < 14+tg; i++)
for (j = t1; j < 14t1; j++)
I(i,J)

(1,

{(n,m,i,j) € Z*/
0<i<nA0<j<m}

(n,m, 1, j) — (4,9)

(n,m,i,5) — (i,7))

(a) Polyédre initial
(b) Programme généré

FIGURE 8 — Génération de code pour deux boucles imbriquées

B Existence de cycles dans le graphe de dépen-
dances

Considérons les trois polyédres disjoints suivants :
Pr={(z,y,2) €Z3/x =0Ay=2N0<2<1}

{(0,0,0),(0,1,1)}

{(z,y,2) € Z3/y=0A2=1-2AN0<2<1}

{(1,0,0),(0,0,1)}

{(z,y,2) 623/3:: l—yAx=2N0<2<1}

={(0,1,0),(1,0,1)}

On a (0,0,0) € Py et (0,0,1) € Py, donc la boucle pour P; doit précéder
celle pour P,. Mais de méme, celle pour Py doit précéder celle pour Ps, qui
doit précéder celle pour P; : il n’y a donc pas d’ordre possible.

Po
Ps

C Exemples de code générés

Un premier exemple, dans le cas d’un seul polyédre, correspond a la
génération de deux boucles imbriquées. On a alors un unique polyédre pour
lequel on doit générer le code. Cet exemple est présenté figure [§ On peut
en particulier remarquer les boucles & un élément ayant été générées, qui
peuvent étre syntaxiquement détectées comme étant des simples let.

Un deuxiéme exemple, qui provient de |Bas04], se place dans le cas de
plusieurs polyédres. Pour éviter une augmentation déraisonnable de la taille
du code produit (qui inclurait sinon de nombreuses boucles supplémentaires
a un élément), le programme initial est un programme polyédrique avec
ordonnancement lexicographique. Il est présenté figure [9} Le code produit
n’est pas optimal : il pourrait étre plus simplifié en utilisant les techniques
présentées dans |[Bas04], qui sont laissées en temps que travaux futurs.
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for (i = 1; i < min(l+n,1+m); i++)
if (n<19)
for (j =4; j < i+1; j++)
I.1(4,7)

(Ila
{(n,m,i,j) € Z*/
1<i<nAj=i}

Ii(2,7
n7m’Z7j H Z?] )
. o 1(.‘7.)
I2(Z,])
for (j =i+1; j < n; j++)
(127 ..
I2(Z7j)

{(n,m,1i,7) € Z4/
0<i<j<n}
(n7 maiaj) = (%.7));

if <n-1)
for (j = n; j < n+1; j++)
Io(i, )
I3(4, J)
for (i = max(l,n+1); i < 14+m; i++)

for (j = n; j <n+1; j++)

(I37
{(n,m,i,j) € Z*/
0<i<mAj=n}

- iy I3(4,5)
(n,m,i,7) = (i,7)) for (i = max(l,m+1); i < 1+mn; i++)
for (j =4; j < i+ 1; j++)
(a) Programme initial Il(zjj. )
Io(,7)
for (j =i+1; j < 14+mn; j++)
Io(,7)

(b) Programme généré

FIGURE 9 — Génération de code pour plusieurs polyédres, avec ordonnance-
ment lexicographique dans le programme initial
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D Théorémes de préservation

Le premier théoréme de préservation de la sémantique est celui pour
I’élimination de ’ordonnancement :

Theorem poly_elim_schedule_semantics_env_preserve :
forall d es env dim prog meml mem2,
es — length env —
(es < dim)nat —
env_poly_lex_semantics env (dim + d) (elim_schedule d es prog) meml mem2 —
(forall n pi, nth_error prog n = Some pi — (length pi.(pi_schedule) < d)%nat) —
env_poly_semantics env dim prog meml mem?2.

On a ensuite celui qui donne la préservation de la sémantique par la
génération de code POLYLOOP :

Theorem generate_loop_many_preserves_sem :
forall d n pis env meml mem2,

(d <n)%nat —
WHEN st < generate_loop_many d n pis THEN
poly_loop_semantics st env meml mem2 —
length env = (n — d)%nat —
pis_have_dimension pis n —
generate_invariant (n — d)%nat pis env —
env_poly_lex_semantics (rev env) n pis meml mem2.

Il est suivi par la préservation de la sémantique de la simplification de
code PorLyLoorp :

Lemma polyloop_simplify_correct :
forall stmt n ctx,

(poly_nrl ctx < n)%nat —

WHEN nst < polyloop_simplify stmt n ctx THEN

forall env meml mem2,
length env = n — in_poly (rev env) ctx = true —
poly_loop_semantics nst env meml mem2 —
poly_loop_semantics stmt env meml mem2.

On a finalement le théoréme justifiant la préservation de la sémantique
par P'opération de génération de code LOOP :
Lemma polyloop_to_loop_correct :
forall pstmt n env meml mem?2,
WHEN st < polyloop_to_loop n pstmt THEN
loop_semantics st env meml mem2 —

length env — n —
poly_loop_semantics pstmt env meml mem?2.

La composition de ces théorémes permet de prouver le théoréme de
conservation global présenté a la fin de la section
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